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Kumpulan kampuskirjasto
Tutkielmassa tutustutaan Fibonaccin lukuihin ja Lucasin lukuihin. Tavoitteena on ensinnäkin tar-
kastella Fibonaccin lukuja ja näiden yhteyttä Lucasin lukuihin ja kultaiseen leikkaukseen. Toiseksi
tavoitteena on tarkastella erityisesti Fibonaccin lukuja lukuteorian näkökulmasta tutkimalla alku-
lukuihin ja jaollisuuteen liittyviä ominaisuuksia. Lisäksi todistetaan Zeckendorﬁn lause.
Tutkielmassa on neljä lukua. Ensimmäisessä luvussa on johdanto ja viimeisessä luvussa on loppusa-
nat. Johdannossa on lyhyt historiallinen katsaus aiheeseen.
Toisessa luvussa on ominaisuuksia ja määritelmiä. Luvussa 2.1 määritellään Fibonaccin luvut. En-
simmäiset Fibonaccin luvut ovat nolla ja yksi. Seuraava Fibonaccin luku saadaan aina määrittä-
mällä kahden edellisen Fibonaccin luvun summa. Luvussa 2.2 tarkastellaan lyhyesti Fibonaccien
lukujen yhteyttä matriiseihin ja todistetaan tämän avulla kaksi tulosta Fibonaccin luvuille. Luvus-
sa 2.3 esitetyt Lucasin luvut määritellään alkuarvoja lukuun ottamatta samoin kuin Fibonaccin
luvut. Ensimmäiset Lucasin luvut ovat kaksi ja yksi. Luvussa 2.4 tutkitaan kultaista leikkausta.
Kultainen leikkaus saadaan, kun jaetaan jana kahteen osaan. Jaon ehtona on, että pidemmän ja
lyhyemmän osan pituuksien suhde on yhtä suuri kuin koko janan ja pidemmän osan pituuksien
suhde. Luvussa 2.5 todistetaan Binet'n kaava Fibonaccin luvuille ja Lucasin luvuille. Binet'n kaa-
van avulla voidaan määrittää valittu Fibonaccin tai Lucasin luku tuntematta muita Fibonaccin
tai Lucasin lukuja. Binet'n kaavan avulla osoitetaan, että peräkkäisten Fibonaccin lukujen suh-
de lähestyy kultaista leikkausta indeksin kasvaessa rajatta. Lucasin luvuille saadaan samanlainen
tulos.
Kolmannessa luvussa tarkastellaan lukuteorian ominaisuuksia. Luvussa 3.1 Määritellään Fibonaccin
ja Lucasin alkuluvut. Nämä ovat alkulukuja, jotka ovat myös Fibonaccin tai Lucasin lukuja. Osoite-
taan, että peräkkäiset Fibonaccin luvut ovat suhteellisia alkulukuja. Luvussa 3.2 on jaollisuusomi-
naisuuksia. Osoitetaan Fibonaccin lukujen olevan jaollisia toisillaan, jos niiden indeksit ovat jaollisia
toisillaan. Tulos pätee myös toiseen suuntaan, jos jakajan indeksi ei ole kaksi. Todistetaan lisäksi, et-
tä Fibonaccin lukujen suurin yhteinen tekijä on aina Fibonaccin luku. Jaollisuusominaisuuksien pe-
rusteella osoitetaan, että alkulukuja on ääretön määrä. Luvussa 3.3 todistetaan Zeckendorﬁn lause.
Sen perusteella jokainen positiivinen kokonaisluku voidaan esittää yksikäsitteisesti Fibonaccin lu-
kujen summana, jos Fibonaccin luvut eivät ole peräkkäisiä ja jos niiden indeksi on suurempi kuin
yksi.
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1 Johdanto
Tutkielmassa tutustutaan Fibonaccin lukuihin. Tavoitteena on ensinnäkin tutkia Fibo-
naccin lukuja ja näiden yhteyttä Lucasin lukuihin ja kultaiseen leikkaukseen. Toiseksi
tavoitteena on tarkastella Fibonaccin lukuja lukuteorian näkökulmasta ja erityisesti tar-
kastella alkulukuihin ja jaollisuuteen liittyviä ominaisuuksia. Lisäksi tutkielmassa todis-
tetaan lukuteorian lauseista Zeckendorfin lause.
Fibonaccin luvut on nimetty italialaisen matemaatikon Leonardo Fibonaccin (n. 1170-
1240) mukaan. Fibonacci, joka tunnettiin myös Leonardo Pisanona (eli Leonardo Pisalai-
sena), oli kenties keskiajan merkittävin eurooppalainen matemaatikko. Fibonacci julkaisi
vuonna 1202 teoksen Liber Abaci, jossa käsiteltiin aritmetiikkaa ja perusalgebraa. Fi-
bonacci esitteli teoksessaan myös eurooppalaisille arabialaisen lukujärjestelmän. Hän oli
vakuuttunut, että se oli paljon parempi kuin hänen aikanaan Italiassa käytössä olleet
roomalaiset numerot. Liber Abacilla oli merkittävä rooli, kun arabialainen lukujärjestel-
mä korvasi Euroopassa pikkuhiljaa Fibonaccin kuoleman jälkeen kömpelöt roomalaiset
numerot. Fibonacci tutki myös lukuteoriaa. Hän julkaisi vuonna 1225 kaksi lukuteoriaa
käsittelevää teosta, jotka olivat Flos (Kukka) ja Liber Quadratorum (Neliölukujen kirja).
Näistä etenkin jälkimmäinen antoi Fibonaccille tärkeän lukuteoreetikon maineen. [1, s.
1-3]
Fibonaccin luvut saadaan Liber Abacissa esitetyn kaniongelman ratkaisuna. Fibonacci
tunnetaan parhaiten juuri hänen mukaan nimetyistä luvuista, vaikka hän oli vastuussa
myös useista muista merkittävistä matemaattisista saavutuksista. Fibonaccin luvut oli-
vat Intiassa tunnettuja jo useita vuosisatoja ennen kuin ne esiintyivät Fibonaccin ka-
niongelmassa. Fibonaccin mukaan luvut nimesi vuonna 1876 ranskalainen matemaatikko
Edouard Lucas (1842-1891), jonka mukaan on nimetty Fibonaccin lukuihin läheisesti liit-
tyvät Lucasin luvut. [1, s. 4-6]
Saksalainen tähtitieteilijä ja matemaatikko Johannes Kepler (1571-1630) havaitsi ai-
koinaan, että Fibonaccin lukujen ja kultaisen leikkauksen välillä on yhteys. Kultainen leik-
kaus on ollut tunnettu jo kauan ennen Fibonaccin lukuja. Esimerkiksi muinaiset kreikka-
laiset tunsivat sen ainakin 16 vuosisataa ennen Fibonaccin aikaa. [1, s. 240-241]. Kultais-
ta leikkausta on pidetty erityisen kauniina. Sekä kultaisen leikkauksen että Fibonaccin
lukujen kerrotaan esiintyvän usein esimerkiksi luonnossa, taiteessa, musiikissa ja raken-
nuksissa. Joskus niihin törmää hauskan sattuman kautta ja joskus ne on lisätty teoksiin
tarkoituksella. (ks. [1, s.16-49 ja 248-265])
Monet matemaatikot pitävät Fibonaccin lukuja erityisen kiehtovina. Tästä kertoo esi-
merkiksi vuonna 1963 matemaatikkojen perustama järjestö The Fibonacci Association,
joka on omistautunut Fibonaccin lukujen ja näihin liittyvän matematiikan tutkimiseen.
Järjestöltä ilmestyy noin neljä tai viisi kertaa vuodessa The Fibonacci Quarterly niminen
lehti. Lehdessä kerrotaan esimerkiksi uusista tuloksista, todistuksista, tutkimuksista ja
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esitellään erilaisia vaativia ongelmia. (ks. [2])
2 Määritelmiä ja ominaisuuksia
2.1 Fibonaccin luvut
Tämän luvun tarkoituksena on antaa rekursiivinen määritelmä Fibonaccin lukujonolle.
Perustellaan lyhyesti ensin rekursioyhtälön muodostaminen.
Tutustutaan ensin jo aiemmin johdannossa mainittuun Fibonaccin kaniongelmaan. Se
on seuraavanlainen:
Aluksi on yksi kanipari. Toinen kaneista on uros ja toinen puolestaan on naa-
ras. Jokainen kanipari tuottaa kahden kuukauden kuluttua syntymästään jo-
ka kuukausi yhden uuden kaniparin. Oletetaan, että yksikään kani ei kuole.
Kuinka monta kania on vuoden kuluttua? [1, s. 4]
Ratkaistaan Fibonaccin kaniongelma ensin taulukon avulla. Taulukkoon 1 on lasket-
tu aikuisten kaniparien, vastasyntyneiden kaniparien, kuukauden ikäisten kaniparien ja
kaikkien kaniparien lukumäärä vuoden ajalta. Kaneja on taulukon perusteella vuoden
kuluttua 144 kappaletta.
Taulukko 1: Kaniparien lukumäärä.
Kuukausi Vastasyntyneet Kuukauden ikäiset Aikuiset Kaikki
1 1 0 0 1
2 0 1 0 1
3 1 0 1 2
4 1 1 1 3
5 2 1 2 5
6 3 2 3 8
7 5 3 5 13
8 8 5 8 21
9 13 8 13 34
10 21 13 21 55
11 34 21 34 89
12 55 34 55 144
Pohditaan seuraavaksi, miten yleisesti saisi määriteltyä valitun kuukauden kaniparien
lukumäärän. Tiedetään, että ensimmäisenä kuukautena on yksi kanipari. Koska kaniparit
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saavat ensimmäiset jälkeläisensä vasta kahden kuukauden ikäisinä, on toisen kuukauden
alussa samoin vain tämä yksi kanipari. Tiedetään että valittuna kuukautena ainakin kaik-
ki edellisen kuukauden kaniparit ovat elossa, koska kaneja ei kuole. Lisäksi joka kuukausi
syntyy lisää kanipareja, joiden määrä tulee selvittää ratkaistaessa kaniparien lukumää-
rää. Kanit alkavat saada jälkeläisiä kahden kuukauden ikäisinä, joten selvästi valittuna
kuukautena jälkeläisiä saavat kaksi kuukautta aiemmin elossa olleet kaniparit. Yhteenve-
tona siis valitun kuukauden kaniparien lukumäärä saadaan kahden edeltävän kuukauden
kaniparien lukumäärien summana. Näin ollen voidaan määrittää Fibonaccin lukujono.
Määritelmä 2.1. Oletetaan, että alkuarvot ovat F0 = 0 ja F1 = 1. Rekursioyhtälö on
tällöin
Fn = Fn−1 + Fn−2, jos n ≥ 2.
Saatu lukujono 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . . on Fibonaccin lukujono ja lukujonon jäseniä
kutsutaan Fibonaccin luvuiksi.
Teoksesta riippuen voidaan alkuarvot antaa kahdella eri tavalla. Tässä tutkielmassa
lukujono on määritelty alkamaan jo luvusta F0 = 0, jolloin alkuarvoiksi saadaan F0 = 0
ja F1 = 1 [3, s. 9]. Päälähteenä käytetyssä Koshyn teoksessa puolestaan alkuarvoiksi on
annettu F1 = 1 ja F2 = 1 [1, s. 6]. Tällöin luonnollisesti rekursioyhtälö määritellään
indeksistä n = 3 alkaen. Eri alkuarvot eivät johda ristiriitaan, koska F2 = F0 + F1 =
0 + 1 = 1, kuten pitääkin olla.
2.2 Fibonaccin luvut ja matriisit
Tarkastellaan tässä osiossa lyhyesti Fibonaccin lukujen yhteyttä matriiseihin. Tämän
avulla johdetaan kaksi lausetta, joita tarvitaan luvussa 3.
Seuraavan lauseen avulla saadaan yhteys Fibonaccin lukujen ja ns. Q-matriisin välille.
Lause 2.2. Oletetaan, että n ≥ 1 ja Q =
[
1 1
1 0
]
. Tällöin
Qn =
[
Fn+1 Fn
Fn Fn−1
]
.
Todistus. [1, s. 362]. Todistetaan lause induktiolla. Jos n = 1, niin saadaan
Q1 =
[
1 1
1 0
]
=
[
F2 F1
F1 F0
]
=
[
F1+1 F1
F1 F1−1
]
.
Tällöin lause on tosi indeksillä n = 1.
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Oletetaan, että lause on tosi indeksillä n = k, jolloin
Qk =
[
Fk+1 Fk
Fk Fk−1
]
.
Jos n = k+1, niin induktio-oletuksen ja Fibonaccin lukujen määritelmän nojalla saadaan
Qk+1 = QkQ
=
[
Fk+1 Fk
Fk Fk−1
] [
1 1
1 0
]
=
[
Fk+1 + Fk Fk+1
Fk + Fk−1 Fk
]
=
[
Fk+2 Fk+1
Fk+1 Fk
]
=
[
F(k+1)+1 Fk+1
Fk+1 F(k+1)−1
]
.
Siis lause on tosi, kun n = k + 1. Induktioperiaatteen peusteella tällöin lause on tosi
kaikilla n ≥ 1.
Korollaari 2.3. (Cassinin lause) Oletetaan, että n ≥ 1. Tällöin
Fn−1Fn+1 − Fn2 = (−1)n.
Todistus. [1, s. 363] Todistetaan lause määrittelemällä matriisin Qn determinantti kah-
della eri tavalla. Ensinnäkin
detQ =
∣∣∣∣∣1 11 0
∣∣∣∣∣
= 1 · 0− 1 · 1
= −1,
joten
detQn = (−1)n.
Lauseen 2.2 perusteella puolestaan determinantti on
detQn =
∣∣∣∣∣Fn+1 FnFn Fn−1
∣∣∣∣∣
= Fn+1Fn−1 − FnFn
= Fn+1Fn−1 − F 2n .
Näin ollen Fn+1Fn−1 − F 2n = (−1)n.
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Cassinin lauseen olisi myös voinut helposti todistaa induktiolla (ks. [1, s. 74]).
Korollaari 2.4. Oletetaan, että n ≥ 1. Tällöin Fibonaccin luvuilla on seuraavanlaiset
ominaisuudet:
Fm+n+1 = Fm+1Fn+1 + FmFn,
Fm+n = Fm+1Fn + FmFn−1,
Fm+n = FmFn+1 + Fm−1Fn ja
Fm+n−1 = FmFn + Fm−1Fn−1.
Todistus. [1, s. 364] Tiedetään, että Qm+n = QmQn. Siis[
Fm+1 Fm
Fm Fm−1
] [
Fn+1 Fn
Fn Fn−1
]
=
[
Fm+n+1 Fm+n
Fm+n Fm+n−1
]
.
Lasketaan yhtälön vasemmalta puolelta löytyvä matriisien kertolasku, jolloin yhtälö saa-
daan muotoon[
Fm+1Fn+1 + FmFn Fm+1Fn + FmFn−1
FmFn+1 + Fm−1Fn FmFn + Fm−1Fn−1
]
=
[
Fm+n+1 Fm+n
Fm+n Fm+n−1
]
.
Matriisit ovat yhtä suuret, joten vastaavilla paikoilla sijaitsevien alkioiden täytyy olla
yhtä suuria. Näin ollen Fm+n+1 = Fm+1Fn+1+FmFn, Fm+n = Fm+1Fn+FmFn−1, Fm+n =
FmFn+1 + Fm−1Fn ja Fm+n−1 = FmFn + Fm−1Fn−1.
2.3 Lucasin luvut
Määritellään tässä osiossa Lucasin luvut. Lisäksi tarkastellaan niiden yhteyttä Fibonaccin
lukuihin.
Myös Lucasin luvulle on ominaista, että se on aina kahden edellisen Lucasin luvun
summa. Lucasin luvut voidaan siis määritellä samanlaisella rekursioyhtälöllä kuin Fibo-
naccin luvut. Lucasin luvut ja Fibonaccin luvut eroavat kuitenkin toisistaan, koska Luca-
sin lukujen määrittelyssä käytetään erilaisia alkuarvoja.
Määritelmä 2.5. Oletetaan, että alkuarvot ovat L0 = 2 ja L1 = 1. Rekursioyhtälö on
tällöin
Ln = Ln−1 + Ln−2, kun n ≥ 2.
Saadun lukujonon 2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, . . . jäsenet ovat Lucasin lukuja.
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Myös Lucasin luvuille annetut alkuarvot voivat vaihdella lähteestä riippuen. Koshyn
teoksessa on annettu alkuarvot L1 = 1 ja L2 = 3 [1, s. 8]. Tällöin rekursioyhtälö määritel-
lään alkamaan indeksistä n = 3. Alkuarvoiksi voidaan myös asettaa L0 = 2 ja L1 = 1[3, s.
10], kuten edellisessä määritelmässä. Jälleen eri alkuarvot eivät johda ristiriitaan, koska
L2 = L0 + L1 = 2 + 1 = 3.
Seuraava lause havainnollistaa Lucasin lukujen ja Fibonaccin lukujen yhteyttä. Sen
mukaan kahden Fibonaccin luvun summan tuloksena on Lucasin luku, jos Fibonaccin
lukujen indeksien erotus on itseisarvoltaan kaksi.
Lause 2.6. Oletetaan, että n ≥ 1. Tällöin
Ln = Fn−1 + Fn+1.
Todistus. Todistetaan lause induktiolla. Jos n = 1, niin F1−1 + F1+1 = F0 + F2 = 0+ 1 =
1 = L1. Jos n = 2, niin F2−1 + F2+1 = F1 + F3 = 1 + 2 = 3 = L2. Siis lause on tosi, jos
n = 1 tai n = 2.
Oletetaan, että k ≥ 2 ja että lause on tosi indekseillä n = k ja n = k − 1. Tällöin
Lk = Fk−1+Fk+1 ja Lk−1 = F(k−1)−1+F(k−1)+1 = Fk−2+Fk. Lucasin lukujen määritelmän,
induktio-oletuksen ja Fibonaccin lukujen määritelmän perusteella
Lk+1 = L(k+1)−1 + L(k+1)−2
= Lk + Lk−1
= Fk+1 + Fk−1 + Fk−2 + Fk
= (Fk−1 + Fk−2) + (F(k+2)−2 + F(k+2)−1)
= Fk + Fk+2
= F(k+1)−1 + F(k+1)+1.
Siis lause on tosi, kun n = k+1. Tällöin induktioperiaatteen nojalla lause on tosi kaikilla
n ≥ 1.
Lähdeteoksessa lause on annettu korollaarina Binet’n kaavalle Lucasin luvuille (ks. [1,
s. 80]). Lähdeteoksesta poiketen käytetään tässä tutkielmassa edellistä lausetta luvussa 2.5
Binet’n kaavan todistuksessa. Näin ollen lause todistettiin eri tavalla kuin lähdeteoksessa
kehäpäätelmän välttämiseksi.
2.4 Kultainen leikkaus
Kultainen leikkaus saadaan, kun jaetaan jana kahteen osaan. Jaon ehtona on, että pi-
demmän osan pituuden suhde lyhyemmän osan pituuteen vastaa koko janan pituuden
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suhdetta pidemmän janan pituuteen. Oletetaan, että janan pidemmän osan pituus on a
ja lyhyemmän osan pituus on b. Tällöin siis vaaditaan, että
a
b
= a+ b
a
eli a
b
= 1 + b
a
.
Kerrotaan yhtälön molemmat puolet luvulla a/b, jolloin yhtälö saadaan muotoon
a2
b2
= a
b
+ 1 eli a
2
b2
− a
b
− 1 = 0.
Otetaan käyttöön merkintä a/b = ϕ. Tällöin yhtälö saadaan muotoon
ϕ2 − ϕ− 1 = 0.
Yhtälölle saadaan 2. asteen ratkaisukaavalla kaksi juurta, jotka ovat
ϕ = 1 +
√
5
2 ja ϕ =
1−√5
2 .
Määritelmä 2.7. Olkoon luku ϕ yhtälön ϕ2−ϕ−1 = 0 positiivinen juuri. Tällöin luvusta
ϕ käytetään nimitystä kultainen leikkaus tai vaihtoehtoisesti nimitystä kultainen suhde.
Huomautus 2.8. Käytetään jatkossa yhtälön ϕ2 − ϕ− 1 = 0 juurista merkintöjä
α = 1 +
√
5
2 ja β =
1−√5
2 .
Selvitetään seuraavaksi laskemalla muutamia lukujen α ja β ominaisuuksia. Näistä
etenkin viimeinen on hyödyllinen monissa tulevissa todistuksissa. Havaitaan, että
α + β = 1 +
√
5
2 +
1−√5
2 =
1 +
√
5 + 1−√5
2 =
2
2 = 1,
α− β = 1 +
√
5
2 −
1−√5
2 =
1 +
√
5− 1 +√5
2 =
2
√
5
2 =
√
5 ja
αβ = 1 +
√
5
2 ·
1−√5
2 =
12 −√52
4 =
−4
4 = −1.
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2.5 Binet’n kaava
Tämän osion tavoitteena on todistaa Binet’n kaava Fibonaccin luvuille ja Lucasin luvuille.
Binet’n kaavat ovat yleisesti erittäin hyödyllisiä, kun halutaan todistaa Fibonaccin luku-
jen tai Lucasin lukujen ominaisuuksia, kuten myöhemmin tullaan havaitsemaan. Binet’n
kaavojen avulla todistetaan tässä luvussa Fibonaccin ja Lucasin lukujen yhteys kultaiseen
leikkaukseen.
Todistetaan ensin kaksi apulausetta, joita tarvitaan Binet’n kaavan todistukseen.
Lemma 2.9. Jos n ≥ 1, niin
αn = αFn + Fn−1.
Todistus. Lauseen todistus on lähdeteoksessa jätetty harjoitustehtäväksi [1, s. 78]. Todis-
tetaan lause induktiolla. Jos n = 1, niin αF1 + F0 = α1 + 0 = α1. Siis lause on tosi, kun
n = 1.
Oletetaan, että lause on tosi indeksillä n = k. Tällöin αk = αFk + Fk−1. Osoitetaan,
että lause on tosi indeksillä n = k + 1. Fibonaccin lukujen määritelmän perusteella
αFk+1 + F(k+1)−1 = αFk+1 + Fk
= α(F(k+1)−1 + F(k+1)−2) + Fk
= αFk + αFk−1 + Fk
= (α + 1)Fk + αFk−1.
Aiemmin näytettiin, että αβ = −1 ja α + β = 1. Näiden avulla saadaan laskettua
α + 1 = α− αβ
= α(1− β)
= α(α + β − β)
= α2.
Tämän ja induktio-oletuksen perusteella saadaan määritettyä
(α + 1)Fk + αFk−1 = α2Fk + αFk−1
= α(αFk + Fk−1)
= α · αk
= αk+1.
Siis
αk+1 = αFk+1 + F(k+1)−1,
jolloin lause on tosi indeksillä n = k + 1. Induktioperiaatteen nojalla tällöin αn = αFn +
Fn−1 kaikilla n ≥ 1.
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Korollaari 2.10. Jos n ≥ 1, niin
βn = βFn + Fn−1.
Todistus. Lauseen voi todistaa täysin samalla logiikalla kuin edellinen lause todistettiin.
Täytyy vain vaihtaa symbolien α ja β paikkaa.
Luvussa 2.1 Fibonaccin luvut määriteltiin rekursiivisesti. Fibonaccin luvut voidaan
määritellä vaihtoehtoisesti Binet’n kaavan avulla. Jos käytetään Binet’n kaavaa valitun
Fibonaccin luvun määrittämiseen, ei tarvitse tuntea Fibonaccin lukujonon edellisiä jäse-
niä. Tämä tekee kaavasta erittäin hyödyllisen. Binet’n kaavan avulla saadaan esimerkiksi
ratkaistua Fibonaccin kaniongelma yksinkertaisesti laskemalla. Todistetaan seuraavaksi
Binet’n kaava.
Lause 2.11 (Binet’n kaava). Oletetaan, että n ≥ 0 ja α = 1+
√
5
2 ja β =
1−√5
2 . Tällöin
Fn =
αn − βn
α− β .
Todistus. Jos n = 0, niin α0−β0
α−β =
1−1
α−β =
0
α−β = 0 = F0. Siis lause on tosi, kun n = 0.
Oletetaan nyt, että n ≥ 1. Lemman 2.9 ja korollaarin 2.10 perusteella tällöin
αn − βn = αFn + Fn−1 − (βFn + Fn−1)
= αFn + Fn−1 − βFn − Fn−1
= Fn(α− β).
Siis
Fn =
αn − βn
α− β .
Siis lause on tosi, kun n ≥ 1. Näin ollen lause on tosi kaikilla n ≥ 0.
Binet’n kaavan voisi myös todistaa esimerkiksi osoittamalla, että se toteuttaa Fibo-
naccin lukujen rekursiivisen määritelmän, kuten lähdeteoksessa on tehty (ks. [1, s. 78]).
Johdetaan seuraavaksi vastaavanlainen Binet’n kaava Lucasin luvuille. Tämän avulla
myös Lucasin luvut saadaan määriteltyä ilman, että tunnetaan muita Lucasin lukuja.
Lause 2.12. Oletetaan, että n ≥ 0 ja α = 1+
√
5
2 ja β =
1−√5
2 . Tällöin
Ln = αn + βn.
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Todistus. Lähdeteoksessa todistus on jätetty harjoitustehtäväksi [1, s. 79]. Jos n = 0, niin
α0 + β0 = 1 + 1 = 2 = L0. Eli lause on tosi, kun n = 0.
Oletetaan nyt, että n ≥ 1. Lauseen 2.6 nojalla tiedetään, että Ln = Fn+1+Fn−1. Tämän
perusteella lause saadaan todistettua käyttämällä Binet’n kaavaa Fibonaccin luvuille. Siis
Ln = Fn+1 + Fn−1
= α
n−1 − βn−1
α− β +
αn+1 − βn+1
α− β
= α
nα−1 − βnβ−1 + αnα− βnβ
α− β .
Tiedetään, että αβ = −1. Näin ollen edellinen yhtälö saadaan muokattua muotoon
αnα−1 − βnβ−1 + αnα− βnβ
α− β =
−αnα−1αβ + βnβ−1αβ + αnα− βnβ
α− β
= −α
nβ + βnα + αnα− βnβ
α− β
= α
n(α− β) + βn(α− β)
α− β
= αn + βn.
Siis
Ln = αn + βn,
kun n ≥ 1. Näin ollen lause on tosi kaikilla n ≥ 0.
Fibonaccin lukujen ja kultaisen leikkauksen välillä on yhteys. Tämä havaitaan tutki-
malla peräkkäisten Fibonaccin lukujen suhdetta. Taulukkoon 2 on kirjattu tämä suhde 13
ensimmäiselle Fibonaccin luvulle. Taulukon perusteella indeksin n kasvaessa Fibonaccin
lukujen suhde lähestyy lukua
1.618 . . .
Kultainen leikkaus on
α = 1 +
√
5
2
= 1.618 . . .
Siis vaikuttaa siltä, että peräkkäisten Fibonaccin lukujen suhde lähestyy kultaista leik-
kausta indeksin n kasvaessa rajatta. Todistetaan tämä tulos seuraavaksi Binet’n kaavan
avulla.
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Taulukko 2: Peräkkäisten Fibonnacin lukujen suhde.
n Fn+1 Fn
Fn+1
Fn
1 1 1 11 = 1
2 2 1 21 = 2
3 3 2 32 = 1,5
4 5 3 53 ≈ 1,6666667
5 8 5 85 = 1,6
6 13 8 138 = 1,625
7 21 13 2113 ≈ 1,6153846
8 34 21 3421 ≈ 1,6190476
9 55 34 5534 ≈ 1,6176471
10 89 55 8955 ≈ 1,6181812
11 144 89 14489 ≈ 1,6179775
12 233 144 233144 ≈ 1,6180556
13 377 233 377233 ≈ 1,6180258
Lause 2.13.
lim
n→∞
Fn+1
Fn
= α.
Todistus. Binet’n kaavan perusteella
Fn+1 =
αn+1 − βn+1
α− β ja Fn =
αn − βn
α− β .
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Näin ollen
Fn+1
Fn
=
αn+1−βn+1
α−β
αn−βn
α−β
= α
n+1 − βn+1
αn − βn
= αα
n − ββn
αn − βn
= αα
n − ββn + αβn − αβn
αn − βn
= α(α
n − βn) + βn(α− β)
αn − βn
= α + β
n(α− β)
αn − βn
= α + β
n(α− β)
βn(αn
βn
− 1)
= α + α− β(α
β
)n − 1 .
Tiedetään, että αβ = −1. Näin ollen
α
β
= −αβ · α
β
= −α2.
Koska α > 1, niin
lim
n→∞
α− β
(α
β
)n − 1 = 0.
Nyt
lim
n→∞
Fn+1
Fn
= lim
n→∞α +
α− β
(α
β
)n − 1
= α + lim
n→∞
α− β
(α
β
)n − 1
= α + 0
= α.
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Tutkitaan seuraavaksi, onko Lucasin luvuilla vastaavanlainen ominaisuus. Taulukkoon
3 on laskettu Lucasin lukujen suhde 13 Lucasin luvulle. Taulukon perusteella vaikuttaa
siltä, että myös Lucasin luvut lähestyvät kultaista leikkausta (eli lukua 1.618...) indeksin
kasvaessa rajatta. Todistetaan tämä seuraavaksi. Todistus on hyvin samanlainen kuin
edellinen todistus, jossa osoitettiin Fibonaccin lukujen lähestyvän kultaista leikkausta
indeksin kasvaessa rajatta.
Taulukko 3: Peräkkäisten Lucasin lukujen suhde.
n Ln+1 Ln
Ln+1
Ln
1 3 1 31 = 3
2 4 3 43 ≈ 1,3333333
3 7 4 74 = 1,75
4 11 7 117 ≈ 1,5714286
5 18 11 1811 ≈ 1,6363636
6 29 18 2918 ≈ 1,6111111
7 47 29 4729 ≈ 1,6206897
8 76 47 7647 ≈ 1,6170213
9 123 76 12376 ≈ 1,6184211
10 199 123 199123 ≈ 1,6178862
11 322 199 322199 ≈ 1,6180905
12 521 322 521322 ≈ 1,6180124
13 843 521 843521 ≈ 1,6180422
Lause 2.14.
lim
n→∞
Ln+1
Ln
= α.
Todistus. Hyödynnetään todistuksessa Binet’n kaavaa Lucasin luvuile. Sen mukaan
Ln+1 = αn+1 + βn+1 ja Ln = αn + βn.
14
Näin ollen
Ln+1
Ln
= α
n+1 + βn+1
αn + βn
= αα
n + ββn
αn + βn
= αα
n + ββn + αβn − αβn
αn + βn
= α(α
n + βn) + βn(β − α)
αn + βn
= α + β
n(β − α)
αn + βn
= α + β
n(β − α)
βn(αn
βn
+ 1)
= α + β − α(α
β
)n + 1 .
Koska α
β
= −α2 ja α > 1, niin
lim
n→∞
β − α
(α
β
)n + 1 = 0.
Nyt
lim
n→∞
Ln+1
Ln
= lim
n→∞α +
β − α
(α
β
)n + 1
= α + lim
n→∞
β − α
(α
β
)n + 1
= α + 0
= α.
Tutustutaan seuraavaksi hauskaan sovellukseen, jonka Fibonaccin ja Lucasin lukujen
yhteys kultaiseen leikkaukseen tuottaa.
Esimerkki 2.15. Bussinkuljettaja on ajanut 89 mailin pituisen matkan ja haluaa tietää
suurinpiirtein, kuinka monta kilometriä tämä on. Miten bussinkuljettaja pystyisi helposti
tekemään arvion?
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Ratkaisu. Tunnetusti 1 maili = 1.609344 km. Tämä vastaa lähes kultaista leikkausta.
Lauseen 2.13 perusteella voidaan esittää arvio
Fn+1
Fn
km ≈ 1mi.
Siis
Fn+1 km ≈ Fn mi.
Vastaavasti Lucasin luvuille pätee
Ln+1 km ≈ Ln mi.
Fibonaccin (tai Lucasin) luku saadaan siis helposti muunnettua maileista kilometreiksi,
kun tiedetään seuraava Fibonaccin (tai Lucasin) luku. Vaihtoehtoisesti Fibonaccin (tai
Lucasin) luku saadaan myös helposti muunnettua kilometreistä maileiksi, kun tiedetään
edellinen Fibonaccin (tai Lucasin) luku.
Luku 89 on Fibonaccin luku. Sitä seuraava Fibonaccin luku on 144. Jos bussinkuljet-
taja sattuu tietämään yhteyden Fibonaccin lukujen ja kultaisen leikkauksen välillä, voi
hän näin ollen helposti arvioida, että 89 mailia on 144 kilometriä.
3 Muutamia lukuteorian ominaisuuksia Fibonaccin
luvuille
3.1 Alkuluvut ja suhteelliset alkuluvut
Määritellään kertauksen vuoksi seuraavaksi alkuluvut.
Määritelmä 3.1. Oletetaan, että p on luonnollinen luku ja p > 1. Jos p on jaollinen vain
yhdellä ja itsellään, on p alkuluku.
Luvulle, joka on alkuluku ja Fibonaccin luku, on olemassa oma määritelmä. Vastaa-
vanlainen määritelmä voidaan myös antaa luvulle, joka on Lucasin luku ja alkuluku.
Määritelmä 3.2. Fibonaccin lukua (tai Lucasin lukua), joka on myös alkuluku, kutsu-
taan Fibonaccin alkuluvuksi (tai Lucasin alkuluvuksi).
Ensimmäisiä Fibonaccin alkulukuja ovat F3 = 2, F4 = 3, F5 = 5, F7 = 13, F11 = 89,
F13 = 233 ja F17 = 1597 [1, s. 556]. Ensimmäisiä Lucasin alkulukuja puolestaan ovat
L2 = 3, L4 = 7, L5 = 11, L7 = 29, L8 = 47, L11 = 199 ja L13 = 521 [1, s. 559].
Suurin tunnettu Fibonaccin alkuluku on tällä hetkellä F81839. Luku koostuu peräti 17103
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numerosta. [4]. Suurin tunnettu Lucasin alkuluku puolestaan on L140057 ja se koostuu
29271 numerosta [5].
Tunnetusti alkulukuja on ääretön määrä. Tämä tulos tullaan johtamaan seuraavassa
luvussa Fibonaccin lukujen jaollisuusominaisuuksien avulla. Eräs monista matematiikan
avoimista kysymyksistä on, onko myös Fibonaccin alkulukuja ääretön määrä. Vahvasti
uskotaan, että näin on. Tulosta ei kuitenkaan toistaiseksi ole osattu todistaa Fibonaccin
alkuluvuille [1, s.11]. Samoin Lucasin alkulukuja uskotaan löytyvän ääretön määrä [5].
Määritellään seuraavaksi suhteelliset alkuluvut. Jos verrataan toisiinsa kahden koko-
naisluvun tekijöitä, on niiden suurin yhteinen tekijä usein yksi. Tällöin voidaan ajatella,
että nämä luvut ovat alkulukuja toistensa suhteen.
Määritelmä 3.3. Jos kokonaislukujen suurin yhteinen tekijä on yksi, kutsutaan niitä
suhteellisiksi alkuluvuiksi.
Huomautus 3.4. Oletetaan, että n ja m ovat kokonaislukuja, joiden suurin yhteinen
tekijä on S ja pienin yhteinen jaettava on P . Jatkossa tällöin käytetään merkintöjä S =
syt(n,m) ja P = pyj(n,m). Jos n on jaollinen luvulla m, käytetään merkintää m | n.
Seuraavan lauseen perusteella kaksi peräkkäistä Fibonaccin lukua ovat suhteellisia
alkulukuja.
Lause 3.5. Olkoon n ≥ 0. Tällöin
syt(Fn+1, Fn) = 1.
Todistus. [1, s. 75]. Tehdään vastaoletus. Oletetaan, että p on lukujen Fn ja Fn+1 alku-
lukutekijä. Cassinin lauseen mukaan Fn−1Fn+1 − Fn2 = (−1)n. Koska p | Fn ja p | Fn+1,
niin p | Fn−1Fn+1 − Fn2. Siis p | ±1. Päädytään ristiriitaan, koska p > 1. Näin ollen
syt(Fn+1, Fn) = 1.
3.2 Jaollisuusominaisuuksia
Tässä osiossa tutustutaan Fibonaccin lukujen jaollisuusominaisuuksiin ja esitetään näiden
perusteella alkulukuihin liittyviä ominaisuuksia.
Seuraavan lauseen perusteella joka m:s Fibonaccin luku on jaollinen luvulla Fm.
Lause 3.6. Oletetaan, että m > 0. Tällöin
Fm | Fmn.
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Todistus. Todistetaan lause Binet’n kaavan avulla. Sen perusteella
Fmn =
αmn − βmn
α− β .
Määritetään ensin αmn − βmn. Saadaan
αmn − βmn = αnm + α(n−1)mβm − α(n−1)mβm + α(n−2)mβ2m − α(n−2)mβ2m
+ · · ·+ αmβ(n−1)m − αmβ(n−1)m + βnm
= αm(α(n−1)m + α(n−2)mβm + α(n−3)mβ2m + · · ·+ αmβ(n−2)m + β(n−1)m)
− βm(α(n−1)m + α(n−2)mβm + α(n−3)mβ2m + · · ·+ αmβ(n−2)m + β(n−1)m)
= (αm − βm)(α(n−1)m + α(n−2)mβm + α(n−3)mβ2m + · · ·+ αmβ(n−2)m + β(n−1)m)
= (αm − βm)N ,
missä
N = α(n−1)m + α(n−2)mβm + α(n−3)mβ2m + · · ·+ αmβ(n−2)m + β(n−1)m.
Nyt
Fmn =
αmn − βmn
α− β =
αm − βm
α− β ·N = Fm ·N .
Näin ollen Fm | Fmn, jos N on kokonaisluku.
Tutkitaan lukua N . Tiedetään, että αβ = −1. Näin ollen
N = α(n−1)m + α(n−2)mβm + α(n−3)mβ2m + · · ·+ αmβ(n−2)m + β(n−1)m
= α(n−1)m + α(n−3)mαmβm + α(n−5)mα2mβ2m + · · ·+ αmβmβ(n−3)m + β(n−1)m
= α(n−1)m + (−1)mα(n−3)m + (−1)2mα(n−5)m + · · ·+ (−1)mβ(n−3)m + β(n−1)m.
Tarkastellaan edellistä summaa tarkemmin. Määritetään summa laskemalla yhteen ai-
na ensimmäinen ja viimeinen termi, toinen ja toiseksi viimeinen termi, kolmas ja kolman-
neksi viimeinen termi ja jatketaan summan määrittämistä näin. Lauseen 2.14 perusteella
tiedetään, että Lk = αk + βk. Tällöin havaitaan summan muodostuvan seuraavanlaisista
luvuista:
α(n−1)m + β(n−1)m = L(n−1)m,
(−1)m(α(n−3)m + β(n−3)m) = (−1)mL(n−3)m,
(−1)2m(α(n−5)m + β(n−5)m) = (−1)2mL(n−5)m,
...
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Mikäli yhteenlaskettavien termien määrä on parillinen, muodostuu summa vain tällai-
sista luvuista. Jos yhteenlaskettavien termien määrä on pariton, jää lisäksi ylimääräinen
termi
(αβ)
(n−1)m
2 = (−1) (n−1)m2 .
Lucasin luvut ovat kokonaislukuja ja (−1)k = ±1, joka on kokonaisluku. Kokonaislukujen
tulo ja summma ovat kokonaislukuja. Näin ollen välttämättä N on kokonaisluku.
Koska Fmn = Fm ·N ja N on kokonaisluku, niin Fm | Fmn.
Vaihtoehtoisesti lauseen voisi myös todistaa käyttämällä induktiotodistusta ja korol-
laaria 2.4, kuten lähdeteoksessa on tehty (ks. [1, s. 196]). Teoksen harjoitustehtävässä oli
vihjattu, että lauseen voi todistaa myös Binet’n kaavalla, joten vaihtelun vuoksi päädyt-
tiin tutkielmassa kokeilemaan tällaista todistusta.
Lauseen 3.6 seurauksena Fibonaccin luku on jaollinen toisella Fibonaccin luvulla, jos
sen indeksi on jaollinen toisen Fibonaccin luvun indeksillä.
Korollaari 3.7. Jos m | n, niin Fm | Fn.
Todistus. Jos m | n, niin n = km. Tällöin Fn = Fkm. Lauseen 3.6 perusteella Fm | Fkm.
Siis Fm | Fn.
Tutkitaan, päteekö sama tulos Lucasin luvuille.
Esimerkki 3.8. Oletetaan, että m | n. Onko tällöin Lm | Ln?
Ratkaisu. Vastaesimerkin avulla voidaan helposti osoittaa, että tämä ei päde. Oletetaan,
että m = 3 ja n = 6. Tällöin L3 = 4 ja L6 = 18. Koska 63 = 2, niin 3 | 6. Koska 184 = 4.5,
niin 4 - 18. Siis 3 | 6, mutta L3 - L6.
Seuraavaksi tavoitteena on todistaa, että kahden Fibonaccin luvun suurin yhteinen
tekijä on Fibonaccin luku. Seuraavat kaksi apulausetta johdattelevat kohti tätä tulosta.
Ensimmäinen apulause on yleistys lauseelle 3.5, jonka mukaan peräkkäiset Fibonaccin
luvut ovat suhteellisia alkulukuja.
Lemma 3.9.
syt(Fqn−1, Fn) = 1.
Todistus. [1, s.198] Käytetään merkintää d = syt(Fqn−1, Fn). Välttämättä aina d | Fqn−1
ja d | Fn. Koska d | Fqn ja lisäksi lauseen 3.6 perusteella Fn | Fqn, niin d | Fqn. Nyt siis
d | Fqn ja d | Fqn−1. Fqn ja Fqn−1 ovat vierekkäisiä Fibonaccin lukuja, joten lauseen 3.5
perusteella lisäksi pätee syt(Fqn−1, Fqn) = 1. Näin ollen välttämättä d | 1, jolloin d = 1.
Siis syt(Fqn−1, Fn) = 1.
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Lemma 3.10. Oletetaan, että m = qn+ r. Tällöin
syt(Fm, Fn) = syt(Fr, Fn).
Todistus. [1, s. 198] Koska m = qn+ r, niin
syt(Fm, Fn) = syt(Fqn+r, Fn).
Korollaarin 2.4 nojalla Fqn+r = Fqn−1Fr + FqnFr+1, joten
syt(Fqn+r, Fn) = syt(Fqn−1Fr + FqnFr+1, Fn).
Lauseen 3.6 perusteella Fn | Fqn, joten Fqn = kFn. Näin ollen
syt(Fqn−1Fr + FqnFr+1, Fn) = syt(Fqn−1Fr + k · FnFr+1, Fn)
= syt(Fqn−1Fr, Fn).
Lemman 3.9 perusteella syt(Fqn−1, Fn) = 1, jolloin
syt(Fqn−1Fr, Fn) = syt(Fr, Fn).
Siis
syt(Fm, Fn) = syt(Fr, Fn).
Lause 3.11.
syt(Fm, Fn) = Fsyt(m,n)
Todistus. [1, s. 198] Lukujen Fm ja Fn suurin yhteinen tekijä voidaan määrittää eukleideen
algoritmilla. Voidaan olettaa, että m ≥ n. Oletetaan, että m on jaettava ja n on jakaja.
Eukleideen algoritmilla saadaan tällöin
m = q0n+ r1, missä 0 ≤ r1 ≤ n
n = q1r1 + r2, missä 0 ≤ r2 ≤ r1
r1 = q2r2 + r3, missä 0 ≤ r3 ≤ r2
...
rn−2 = qn−1rn−1 + rn, missä 0 ≤ rn ≤ rn−1
rn−1 = qnrn + 0,
missä syt(m,n) = rn.
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Lemman 3.10 perusteella nyt
syt(Fm, Fn) = syt(Fn, Fr1),
syt(Fn, Fr1) = syt(Fr2 , Fr1),
...
syt(Frn−2 , Frn−1) = syt(Frn , Frn−1).
Määritetään syt(Frn , Frn−1). Eukleideen algoritmin viimeisen rivin perusteella rn | rn−1,
joten korollaarin 3.7 nojalla Frn | Frn−1 . Koska Frn | Frn−1 ja syt(m,n) = rn, niin
syt(Frn , Frn−1) = Frn
= Fsyt(m,n).
Näin ollen syt(Fm, Fn) = Fsyt(m,n).
Tutkitaan, päteekö sama tulos Lucasin luvuille.
Esimerkki 3.12. Onko syt(Lm, Ln) = Lsyt(m,n)?
Ratkaisu. Osoitetaan vastaesimerkin avulla, että tämä ei pidä paikkaansa. Oletetaan, että
m = 3 ja n = 6. Nyt
syt(L3, L6) = syt(4, 18)
= 2
ja
Lsyt(3,6) = L3
= 4.
Näin ollen
syt(L3, L6) 6= Lsyt(3,6).
Otetaan seuraavaksi muutama esimerkki, joissa käytetään lausetta 3.11.
Esimerkki 3.13. Määritä a) syt(F450, F122) ja b) Lsyt(F5,F15).
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Ratkaisu. a) Lauseen 3.11 perusteella
syt(F450, F122) = Fsyt(450,122).
Määritetään ensin syt(450, 122) eukleideen algoritmillä. Oletetaan, että 450 on jaettava
ja 122 jakaja. Nyt
450 = 3 · 122 + 84
122 = 1 · 84 + 38
84 = 2 · 38 + 8
38 = 4 · 8 + 6
8 = 1 · 6 + 2
6 = 3 · 2 + 0.
Näin ollen
syt(450, 122) = 2.
Tällöin
syt(F450, F122) = Fsyt(450,122)
= F2
= 1.
b) Määritetään ensin syt(F5, F15). Lauseen 3.11 perusteella
syt(F5, F15) = Fsyt(5,15)
= F5
= 5.
Näin ollen
Lsyt(F5,F15) = L5
= 11.
Esimerkki 3.14. Oletetaan, että Fn on alkuluku. Milloin n on myös alkuluku?
Ratkaisu. Oletetaan, että Fn on alkuluku ja m on mielivaltainen kokonaisluku, jolle pätee
m < n. Lauseen 3.11 perusteella
syt(Fm, Fn) = Fsyt(m,n).
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Koska Fn on alkuluku, pätee
syt(Fm, Fn) = 1.
Siis
Fsyt(m,n) = 1.
Tällöin Fibonaccin lukujen määritelmän perusteella välttämättä
syt(m,n) = 1 tai syt(m,n) = 2.
Tarkastellaan erikseen näitä kahta tapausta.
1. Oletetaan, että syt(m,n) = 1. Jos syt(m,n) = 1 kaikilla kokonaisluvuilla m < n,
niin luvun n ainoat tekijät ovat 1 ja n. Lisäksi tiedetään, että Fn on alkuluku. Koska
F0 = 0 ja F1 = 1 eivät ole alkulukuja, niin n > 1. Siis n on alkuluku.
2. Oletetaan, että syt(m,n) = 2. Tällöin n = 2k jollakin kokonaisluvulla k, jolloin
Fn = F2k. Lauseen 3.6 perusteella Fk | F2k. Oletuksen perusteella F2k on alkuluku,
joten Fk = 1 tai Fk = F2k. Jos Fk = 1, niin Fibonaccin lukujen määritelmän
perusteella k = 1 tai k = 2. Jos puolestaan Fk = F2k, niin välttämättä Fibonaccin
lukujen määritelmän perusteella k = 0 tai k = 1. Jos k = 0, niin n = 2k = 2 · 0 = 0,
mikä ei ole alkuluku. Indeksiä 0 vastaava Fibonaccin luku F0 = 0 ei kuitenkaan
myös ole alkuluku. Jos k = 1, niin n = 2k = 2 · 1 = 2, mikä on alkuluku. Tosin
indeksiä vastaava Fibonaccin luku F2 = 1 ei tässä tapauksessa ole alkuluku. Jos
puolestaan k = 2, niin n = 2k = 2 · 2 = 4, mikä ei ole alkuluku. Tässä tapauksessa
indeksiä vastaava Fibonaccin luku F4 = 3 on alkuluku.
Tapauksien 1 ja 2 perusteella n on alkuluku, jos Fn on alkuluku ja n 6= 4.
Jo esimerkeistä havaitaan, että lause 3.11 on todella hyödyllinen. Sen avulla voidaan
selvittää monia Fibonaccin lukuihin liittyviä ominaisuuksia. Lauseella onkin näin monia
seurauksia.
Korollaari 3.15. Jos syt(m,n) = 1, niin FmFn | Fmn.
Todistus. [1, s. 197]. Oletetaan, että syt(m,n) = 1. Lauseen 3.6 perusteella Fm | Fmn ja
Fn | Fmn. Tällöin pyj(Fm, Fn) | Fmn. Määritetään pyj(Fm, Fn). Lauseen 3.11 ja oletuksen
perusteella
syt(Fm, Fn) = Fsyt(m,n)
= F1
= 1.
23
Tällöin
pyj(Fm, Fn) =
FmFn
syt(Fm, Fn)
= FmFn1
= FmFn.
Siis FmFn | Fmn
Lauseen 3.11 perusteella havaitaan kahden Fibonaccin luvun indeksien olevan jaollisia
toisillaan, jos niitä vastaavat Fibonaccin luvut ovat jaollisia toisillaan.
Korollaari 3.16. Oletetaan, että m 6= 2. Jos Fm | Fn, niin m | n.
Todistus. [3, s. 84]. Vaatimus m 6= 2 perustuu siihen, että F2 = 1 ja näin ollen aina pätee
F2 | Fn. Oletetaan, että m 6= 2 ja Fm | Fn. Tällöin syt(Fm, Fn) = Fm. Lauseen 3.11 nojalla
pätee lisäksi syt(Fm, Fn) = Fsyt(m,n). Siis Fm = Fsyt(m,n), joten syt(m,n) = m. Näin ollen
m | n.
Esimerkki 3.17. Osoita, että 3 | n, jos ja vain jos 2 | Fn.
Ratkaisu. Oletetaan, että 3 | n. Jos 3 | n, niin n = 3m. Tällöin Fn = F3m. Lisäksi
tiedetään, että 2 = F3. Lauseen 3.6 perusteella F3 | F3m. Siis 2 | Fn.
Oletetaan, että 2 | Fn. Jälleen tiedetään, että 2 = F3. Siis F3 | Fn. Korollaarin 3.16
perusteella näin ollen 3 | n.
Korollaarin 3.7 perusteella lisäksi kaksi Fibonaccin lukua ovat jaollisia toisillaan, jos
niiden indeksit ovat jaollisia toisillaan. Seuraava tulos saadaan näin ollen suoraan yhdis-
tämällä korollaarit 3.7 ja 3.16.
Korollaari 3.18. Oletetaan, että m 6= 2. Fm | Fn, jos ja vain jos m | n.
Lisäksi lauseen 3.11 seurauksena havaitaan, että Fibonaccin luvut ovat suhteellisia
alkulukuja, jos niiden indeksit ovat suhteellisia alkulukuja.
Korollaari 3.19. Jos syt(m,n) = 1, niin syt(Fm, Fn) = 1.
Todistus. Oletetaan, että syt(m,n) = 1. Tällöin lauseen 3.11 perusteella
syt(Fm, Fn) = Fsyt(m,n)
= F1
= 1.
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Korollaarin 3.19 avulla voidaan osoittaa, että alkulukuja on ääretön määrä.
Korollaari 3.20. Alkulukuja on ääretön määrä.
Todistus. [1, s. 199]. Tehdään vastaoletus. Oletetaan, että alkulukuja on äärellinen määrä.
Kaikki alkuluvut ovat p1, p2, . . . , pk. Alkulukuja vastaavat Fibonaccin luvut ovat Fp1 , Fp2 ,
. . . , Fpk . Alkuluvuille pätee syt(pi, pj) = 1, joten korollaarin 3.19 perusteella syt(Fpi , Fpj) =
1. Tällöin jokaisella Fpi on eri alkulukutekijä. Koska oletuksen mukaan alkulukujen mää-
rä on äärellinen, voi näin ollen jokaisella Fpi olla tasan yksi alkulukutekijä. Esimerkiksi
F19 = 4181 = 37 · 113. Päädytään ristiriitaan, koska 37 ja 113 ovat molemmat alkulukuja.
Koska vastaoletus on epätosi, on alkulukuja näin ollen ääretön määrä.
3.3 Zeckendorfin lause
Zeckendorfin lause liittyy positiivisten kokonaislukujen esittämiseen Fibonaccin lukujen
avulla. Lauseen mukaan jokainen positiivinen kokonaisluku voidaan ilmaista yksikäsittei-
sesti Fibonaccin lukujen F2, F3, F4, . . . summana, jos käytetyt Fibonaccin luvut eivät ole
peräkkäisiä.
Todistetaan ensin muutama lemma, joita tarvitaan Zeckendorfin lauseen todistukseen.
Lemma 3.21. Oletetaan, että n ≥ 2. Tällöin
Fn < Fn+1.
Todistus. Todistetaan lemma induktiolla. Jos n = 2, niin F2 = 1 < 2 = F3 = F2+1. Jos
n = 3, niin F3 = 2 < 3 = F4 = F3+1. Tällöin lemma pätee, jos n = 2 tain n = 3.
Oletetaan, että lemma on tosi indekseillä n = k−1 ja n = k. Tällöin Fk−1 < F(k−1)+1 =
Fk ja Fk < Fk+1. Jos n = k+1, niin Fibonaccin lukujen määritelmän ja induktio-oletuksen
perusteella
Fk+1 = F(k+1)−1 + F(k+1)−2
= Fk + Fk−1
< Fk+1 + Fk
= F(k+2)−1 + F(k+2)−2
= Fk+2
= F(k+1)+1.
Siis lemma on tosi, kun n = k+1. Induktioperiaatteen perusteella tällöin Fn < Fn+1, kun
n ≥ 2.
Seuraava lemma antaa arvion Fibonaccin luvun indeksin suuruudelle.
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Lemma 3.22. Oletetaan, että n ≥ 2. Tällöin
n ≤ Fn+1.
Todistus. Todistetaan lemma induktiolla. Jos n = 2, niin F2+1 = F3 = 2 ≥ 2. Jos n = 3,
niin F3+1 = F4 = 3 ≥ 3. Siis lemma on tosi, jos n = 2 tai n = 3.
Oletetaan, että k ≥ 2 ja että lemma on tosi indekseillä n = k − 1 ja n = k. Tällöin
k − 1 ≤ F(k−1)+1 = Fk ja k ≤ Fk+1. Jos n = k + 1, niin Fibonaccin lukujen määritelmän
ja induktio-oletuksen nojalla
F(k+1)+1 = Fk+2
= F(k+2)−1 + F(k+2)−2
= Fk+1 + Fk
≥ k + k − 1.
Tiedetään, että k ≥ 2, joten voidaan arvioida
k + k − 1 ≥ k + 2− 1
= k + 1.
Siis
k + 1 ≤ F(k+1)+1.
Näin ollen lemma on tosi, kun n = k + 1. Induktioperiaatteen nojalla tällöin lemma on
tosi kaikilla n ≥ 2.
Seuraavan lemman avulla voidaan laskea sellaisten Fibonaccin lukujen summa, joiden
indeksit ovat parittomia.
Lemma 3.23. Oletetaan, että n ≥ 1. Tällöin
F1 + F3 + F5 + · · ·+ F2n−1 = F2n.
Todistus. Todistetaan lemma induktiolla. Oletetaan, että n = 1. Tällöin Fibonaccin lu-
kujen määritelmän perusteella F1 = F2 = F2·1. Siis lemma on tosi, kun n = 1.
Oletetaan, että lemma on tosi indeksillä n = k. Tällöin F1+F3+F7+· · ·+F2k−1 = F2k.
Jos n = k + 1, niin induktio-oletuksen ja Fibonaccin lukujen määritelmän perusteella
F1 + F3 + F7 + · · ·+ F2k−1 + F2(k+1)−1 = F1 + F3 + F7 + · · ·+ F2k−1 + F2k+1
= F2k + F2k+1
= F(2k+2)−2 + F(2k+2)−1
= F2k+2
= F2(k+1).
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Siis lemma on tosi, kun n = k+1. Induktioperiaatteen nojalla tällöin F1+F3+F7+ · · ·+
F2n−1 = F2n, kun n ≥ 1.
Vastaavanlainen tulos saadaan Fibonaccin luvuille, joiden indeksit ovat parillisia.
Lemma 3.24. Oletetaan, että n ≥ 1. Tällöin
F2 + F4 + F6 + · · ·+ F2n = F2n+1 − 1.
Todistus. Todistetaan lemma induktiolla. Oletetaan, että n = 1. Tällöin F2 = 1 = 2−1 =
F3 − 1 = F2·1+1 − 1. Siis lemma on tosi, kun n = 1.
Oletetaan, että lemma pätee indeksillä n = k. Tällöin F2+F4+F6+· · ·+F2k = F2k+1−1.
Jos n = k + 1, niin induktio-oletuksen ja Fibonaccin lukujen määritelmän perusteella
F2 + F4 + F6 + · · ·+ F2k + F2(k+1) = F2k+1 − 1 + F2(k+1)
= F(2k+3)−2 + F(2k+3)−1 − 1
= F2k+3 − 1
= F2(k+1)+1 − 1.
Siis lemma on tosi, kun n = k + 1. Induktioperiaatteen mukaan tällöin F2 + F4 + F6 +
· · ·+ F2n = F2n+1 − 1, jos n ≥ 1.
Nyt voidaan todistaa Zeckendorfin lause.
Lause 3.25. (Zeckendorfin lause). Positiiviselle kokonaisluvulle n on olemassa yksikäsit-
teinen esitys
n = Fk1 + Fk2 + · · ·+ Fkr ,
missä k1 ≥ 2 ja kj+1− kj ≥ 2 kaikilla j = 1, 2, · · · , r− 1. Esityksestä käytetään nimitystä
Zeckendorfin esitys.
Todistus. [6]. Todistetaan Zeckendorfin lause osoittamalla, että Zeckendorfin esitysten lu-
kumäärä on tasan yksi. Käytetään merkintää R(n) luvun n Zeckendorfin esitysten luku-
määrästä. Selvästi R(1) = 1. Oletetaan, että n ≥ 2 ja että n = Fk1 + Fk2 + · · · + Fkr on
Zeckendorfin esitys. Tällöin
n− 1 = Fk1 + Fk2 + · · ·+ Fkr − 1
= (Fk1 − 1) + Fk2 + · · ·+ Fkr .
Fibonaccin lukujen määritelmän ja lemmojen 3.23 ja 3.24 perusteella saadaan ratkaistua
Fk1 − 1 =

0, jos k1 = 2,
F2 + F4 + · · ·+ Fk1−1, jos k1 > 2 on parillinen,
F3 + F5 + · · ·+ Fk1−1, jos k1 on pariton.
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Tämän ja lemman 3.21 perusteella saadaan luvulle n− 1 Zeckendorfin esitys
n− 1 = (Fk1 − 1) + Fk2 + Fk3 + · · ·+ Fkr
=

Fk2 + Fk3 + · · ·+ Fkr , jos k1 = 2,
F2 + F4 + · · ·+ Fk1−1 + Fk2 + Fk3 + · · ·+ Fkr , jos k1 > 2 on parillinen,
F3 + F5 + · · ·+ Fk1−1 + Fk2 + Fk3 + · · ·+ Fkr , jos k1 on pariton.
Vaikka Zeckendorfin esityksen olemassaolosta ei ole tässä vaiheessa varmuutta, voidaan
esitysten lukumäärästä näin ollen tehdä arvio
R(n) ≤ R(n− 1) kaikilla n ≥ 2.
Selvästi jokainen Fibonaccin luku on Zeckendorfin esitys, jolloin välttämättä R(Fn+1) ≥ 1.
Lisäksi lemman 3.22 perusteella tiedetään, että n ≤ Fn+1 kaikilla n ≥ 2. Näin ollen
1 ≤ R(Fn+1) ≤ · · · ≤ R(n) ≤ R(n− 1) ≤ · · · ≤ R(1) = 1.
Siis R(n) = 1 kaikilla n = 1, 2, 3 . . ., jolloin Zeckendorfin lause on tosi.
Seuraava esimerkki on jatkoa esimerkille 2.15.
Esimerkki 3.26. Bussinkuljettaja on ajanut 77 mailin pituisen matkan ja haluaa arvioi-
da, kuinka paljon tämä on kilometreinä. Miten bussinkuljettaja voi tehdä arvion?
Ratkaisu. Esimerkissä 2.15 löydetiin helppo tapa muuntaa Fibonaccin (tai Lucasin) luvut
maileista kilometreiksi tai kilometreistä maileiksi. Sen mukaan
Fn+1 km ≈ Fn mi.
Luku 77 ei ole Fibonaccin luku tai Lucasin luku, joten tämä menetelmä ei suoraan toimi.
Zeckendorfin lauseen perusteella on mahdollista esittää jokainen positiivinen kokonaisluku
Fibonaccin lukujen summana. Oletetaan, että
n = Fk1 + Fk2 + · · ·+ Fkr .
Tällöin siis
nmi = Fk1 mi+ Fk2 mi+ · · ·+ Fkr mi
≈ Fk1+1 km+ Fk2+1 km+ · · ·+ Fkr+1 km.
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Luvulla 77 on Zeckendorfin esitys
77 = 55 + 21 + 1
= F10 + F8 + F2.
Näin ollen
77mi = F10 mi + F8 mi + F2 mi
≈ F11 km + F9 km + F3 km
= 89 km + 34 km + 2 km
= 125 km.
Bussinkuljettaja voi siis helposti muuntaa mailit kilometreiksi, jos hän osaa esittää luvun
Fibonaccin lukujen summana. Löydetyn summan ei tarvitse välttämättä olla Zeckendorfin
esitys, mutta Zeckendorfin lauseen perusteella vähintään tämä on olemassa.
4 Loppusanat
Tutkielman ensimmäisessä osiossa tutustuttiin Fibonaccin lukuihin, Lucasin lukuihin ja
kultaiseen leikkaukseen. Lisäksi johdettiin Binet’n kaava, jonka avulla voitiin osoittaa
peräkkäisten Fibonaccin lukujen (ja Lucasin lukujen) suhteen lähestyvän kultaista leik-
kausta indeksin kasvaessa rajatta. Toisessa osassa puolestaan tutustuttiin Fibonaccin al-
kulukuihin ja Fibonaccin lukujen jaollisuusominaisuuksiin. Eräs merkittävä jaollisuusomi-
naisuuksien tutkimisen kautta saatu tulos oli, että alkulukuja on ääretön määrä. Lisäksi
todistettiin Zeckendorfin lause.
Saatavilla olevan tiedon määrästä selvästi näkyy, että aihe kiinnostaa matemaatikkoja
kuten johdannossa jo mainittiin. Kiinnostuin tekemään tutkielman juuri Fibonaccin lu-
vuista, koska en tiennyt niistä aiemmin paljon mitään. Kuitenkin usein olin törmännyt
Fibonaccin lukuihin esimerkiksi populäärikulttuurissa. Ainakin Dan Brownin Da Vinci
koodi -teoksessa mainitaan Fibonaccin luvut. Lisäksi olin kuullut, että Fibonaccin luku-
ja voi löytää esimerkiksi musiikista tai kukkien terälehtien lukumääristä. Tämä herätti
halun tutustua Fibonaccin lukujen tarkkoihin matemaattisiin ominaisuuksiin.
Koska Fibonaccin luvut ovat tietorikas aihealue, pystyisi tutkielman monia osa-alueita
vielä laajentamaan. Aihealue avaa monta tietä jatkotutkimukselle. Eniten minua mietityt-
tää, mitä tapahtuisi, jos Fibonaccin lukujono määriteltäisiin mielivaltaisilla alkuarvoilla.
Kuinkahan monet tutkielman tulokset pätisivät tällaiselle lukujonolle?
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